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,我们从 H . I . (遗传不可分解)空间出发,讨论了
G-M 型空间的若干新品种. 其中包括有某种不可分解性质的一类:诸如Q . H . I . (商遗传不可分
解)空间, I . (不可分解)空间, Q . I . (商不可分解)空间, H . F . D . (遗传有限可分解)空间等; 也包
括有某种不可合成性质的一类:诸如 I C . (不可合成)空间, Q. H . I C . (商遗传不可合成)空间等.
在本下篇,我们综述与 G-M 型空间相关的算子研究成果,全文包括三个内容: 1. 关于 G-M 型空
间上的算子构成和算子理想; 2. 关于可通过 G-M 型空间分解的算子; 3. 关于 G-M 空间上的算
子谱理论.
第 1节首先对 Gow ers和 Maurey 在文献[ 2]所获结果:证明他们所构造的第一例 H . I . 空
间 X G ,其上全体算子的构成特别简单,每个算子都可表为一个数乘算子与一个严格奇异算子的
和,即 B ( X G ) = I+ S : ∈C, S∈S( X G) ) } ,进行了简化证明和深化结果, 我们说明实际上对空
间 X G 而言, 其上严格奇异算子理想 S( X G) ,严格余奇异算子理想 SC( X G) ,与黎斯算子类 R( X G )
三者重合,即 S ( X G ) = S
C
( X G) = R ( X G ) . 进而说明对每个 Q . H . I . 空间 X , 也都有 S ( X ) =
S
C
( X ) = R ( X ) . 其次,说明对文献[ 1]中所述的各种 G-M 型空间的每一个 X , 都有类似的简单
算子构成B( X ) = { I+ A } ,其中 ∈C, A 是严格奇异算子理想或严格余奇异算子理想. 这部分
结果不仅是对文献[ 3]、[ 4]和[ 5]工作的较为全面的总结,而且有所纠偏、改进和推广、深化.
第 2节我们主要评述 Argy ros S. A. 和 Felouzis V.在文献[ 6]首创算子可通过 H. I. 空间分
解的研究成果. 我们强调这一研究工作的意义:把空间与算子的互动作用反映出来了, 并指出可
以定义广义 H. I. 空间理想,进而研究由广义 H. I. 空间理想导出的广义算子理想.
第 3节主要评述单个 G-M 型空间上算子谱理论的现有研究成果,它们包括 Ricker J. W.和
Cheng Q.关于 H . I .空间上全有界算子的工作[ 7—9]和 Ferenczi关于H . D n. 空间上算子谱理论工
作[ 10 ] .
本文的讨论用到算子理论的一些如下基本概念和记号.
设 X 和 Y 是数域 D(D 取复数域 C或实数域R)上的无限维的 Banach 空间, B( X , Y )表示由
X 到 Y 的有界线性算子的全体, 当 X = Y 时, B ( X , X )简记为 B ( X ) . 分别用 R ( X )、S ( X )、
S
C ( X )、K ( X )和 F( X )表示 B( X )中的黎斯算子、严格奇异算子、严格余奇异算子、紧算子和有限
秩算子的集合.
黎斯算子 T∈R ( X )的等价定义很多,通俗地说是指 T 具有和紧算子一样谱结构的算子; T
的每一非零谱点都是孤立、有限代数重的特征值. 因而黎斯算子 T 的谱 ( T )或者是有限集(特
别在 T∈F ( X )或 T 是拟幂零算子时) ,或者是以零为唯一聚点的可数集. 黎斯算子另一个常用
的特征是:对任一数 ≠0, ( T - I )都是指标 i ( T - I )∶= dim Ker ( T - I ) - codim I m( T - I )
= 0的Fr edho lm 算子. 其中算子T 的零空间ker( T )∶{ x∈X : Tx= 0} , T 的值域 I m( T )∶y∈X :
存在 x∈X ,使得 T x= y } .
严格奇异算子类 S( X , Y )∶= {T∈B ( X , Y ) : 在每一无限维子空间 Z X 上的限制 T Z 都不
是同构嵌入} .
严格余奇异算子类 S C( X , Y )∶= T∈B ( X , Y ) : 对任一无限维的商映射 Q : Y→Z, 复合算子
QT : X→Z 都不是满射} . 各类算子间有如下基本关系




K ( X ) F ( X )
　　其间各包含关系一般都是真包含. 以上概念与关系见于文献[ 11]、[ 12]和[ 13]等.
还需要(半) F redholm 算子的几个记号:
B( X , Y )中 Fredholm 算子的全体  ( X , Y )∶= {T∈B ( X , Y ) : I m ( T )闭, dim Ker( T ) < ∞,
codim I m( T ) < ∞} .
 0 ( X , Y )∶= {T∈ ( X , Y ) : i( T ) = dim Ker( T ) - codim I m( T ) = 0}
 + ( X , Y )∶= {T∈B( X , Y ) : I m( T )闭, dim Ker ( T ) < ∞} .
 - ( X , Y )∶= {T∈B( X , Y ) : I m( T )闭, codim Im( T ) < ∞} ,
当 X = Y 时,  ( X , Y )简记为  ( X ) , 余同此记.
1　关于 G-M 型空间上的算子构成
研究空间结构与算子性质之间的联系,是泛函分析的重要课题. 人们一般都认为 G-M 所造
第一例 H . I . 空间 X G, 是为了否定解决无条件基序列问题. 实际上, Gowers 在 94’ICM (苏黎
世)上的报告,突出 Banach代数 B( X G)有特别简单构成 B ( X G) = { I+ S } ,其中 是复或实数, S
是某个严格奇异算子. 他们把自己的结果与如下著名的
Pisier 问题　是否存在一个 Banach X ,使B ( X ) = { I+ K } , 其中 是复或实数, K 是某个紧
算子,即 Calkin 代数 C( X )∶= B( X ) / K ( x )与(复或实)数域同构,是一维的?
联系起来,至今为止, G-M 结果还是对 Pisier 问题正面回答的最佳逼近.
于是一段时间里,人们很希望进一步搞清楚, 对第一例的 H . I . 空间 X G, 是否实际上已有 S
( X G ) = K ( X G) ? 或者更一般地,每个H . I . 空间X ,都是对 Pisier 问题的肯定回答 B( X ) = { I+
K }吗(见文献[ 5]的问题 2和问题3) ?尽管对前一个问题至今尚属Open,但 A -F 在文献[ 6]否定
回答了第二个问题,说明存在一个H . I . 空间 X A F,其上有“很多”严格奇异而非紧的算子.
由于众所周知,紧算子都有(非平凡的)不变子空间,故 Pisier 问题如果能肯定解决,一个不
变子空间问题就可以肯定解决:凡 B( X ) = { I+ K }的空间 X , 其上每个算子都有不变子空间.
于是,在 Pelczynski的建议下, Read C. J. 又在文献[ 12]研究了严格奇异算子的不变子空间问题.
本文在这方面的工作, 首先,深化 G-M 的已有结果, 说明复H . I . 空间上不仅有B ( X ) = { I
+ S }这种简单构成, 而且黎斯算子类 R ( X ) = S ( X )成为最大算子理想. 其次, 把 G-M 关于
H . I . 空间上的算子构成结果,扩大到迄今为止, 我们所知的各种 G-M 型(未必限于 H . I . )空间
上,只不过有时候以严格余奇异算子理想 S
C ( X )代替严格奇异算子理想
[ 1] .
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为简明起见, 此后凡空间都是指无限维的Banach空间,凡子空间都是指无限维的闭子空间.
定义 1. 1　空间 X 的两个子空间 M 和 N 称为是互相垂直的, 记为(M⊥N ) X , 如果 M∩
N = { 0}且 M + N∶= { x + y : x∈M , y∈N }是 X 中的闭子空间.
定义 1. 2　称空间X 是可由两个子空间M 和 N 合成的,记为M∨N = X , 如果M + N = X ,
且 M 与 N 的亏维都是无限的,即 codim M∶= dim ( X /M ) = ∞且 codim N = ∞.
如下两个引理是后面讨论中常用的基本工具,其证明见于文献[ 4] .
引理 1. 1　设 M 和 N 是空间 X 的两个子空间,则如下的各陈述是彼此等价的.
( a) (M⊥N ) X ;
( b) 存在常数 c> 0,使得‖x+ y‖≥c‖x‖对一切 x∈M , y∈N 成立;
( c) 存在常数 c> 0,使得 !(M , N )∶= inf {‖x- y‖∶‖x‖= ‖y‖= 1, x∈M , y∈N }≥c;
( d) M°∨N°= X * ,其中 M 的上零化子 M *∶= { f ∈X * :对每一 x∈M , f ( x ) = 0} .
引理 1. 2　对于空间 X 的各有限亏维的两个子空间 M 和 N ,如下各陈述是彼此等价的:
( a) M∨N = X ;
( b) M°⊥N° X
*
.
引理1. 3[ 4]　设X 和Y 是两个(实或复的) Banach空间, 如果T   + ( X , Y )且 T  S( X , Y ) ,
则 X 中有两个互相垂直的子空间.
我们注意到虽然下面引理 1. 5在文献[ 3]、[ 4]等给出过, 但文献[ 4]的证明却有失误:一般说
来共轭空间 X
*
中的一个闭子空间 M ,其下零化子°M∶= { x∈X : 对每一 f∈M , f ( x ) = 0}的上零
化子(°M )°= M 的弱* 拓扑闭包≠M . 为此,我们用如下引理 1. 4为改进证明作准备. 引理 1. 4
与[ 14]中的命题2. c. 4有一定类似,但这里讨论的是共轭空间,证明难度与技巧都有区别.
引理 1. 4　设 T∈B ( X , Y ) ,如果 T
*   + ( Y * , X * ) , 则对任一 ∀> 0,存在一个弱* 闭的(无
限维)子空间 N′ Y * ,使得算子 T *在 N′上的限制 T * N′是紧算子,且‖T * N′‖≤∀.
证　我们用归纳法构造出两个双直交列{ y n} Y 和{ y
*
n } Y
* 使得对一切 i, j = 1, 2, ⋯
y
*
j ( y i ) = !ij , 　‖y *i ‖ = 1,　‖y i‖ ≤ 22k- 1,　‖T * y *i ‖ < 2- 3k ∀
　　y 1与 y *1 的存在由 T *   + ( Y * , X * ) , 故T * 在单位球面 S( Y * )是下无界的. 假定符合要求
的 y 1, ⋯, y k 和 y
*
1 , ⋯, y
*
k 已经造出. 令 Zk= ( Span{ y 1,⋯, y k} )° Y
* ,由于 T
*   *+ , 且 Zk 的亏
维是有限的, T
*










- 3( k+ 1)
·∀,再取一个 gk+ 1∈Y , 使得‖gk+ 1‖< 2且 y *k+ 1( gk+ 1 ) = 1.
令





i ( gk+ 1 ) y i
显然, y
*
i ( yj ) = !ij ,对 i , j= 1, 2,⋯, k+ 1, 并且
‖yk+ 1‖≤‖gk+ 1‖ 1 + ∑
k
i= 1
‖y *i ‖ ‖yi‖
≤ 2 1 + ∑
k
i= 1

























k ‖≤2- 3k·∀和‖y k‖≤22k- 1蕴涵了 A 是一个有限秩算子列的极限故A 是紧算了
且‖A‖< ∀.








k ( x ) y k,　对每一 x ∈ X
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显然有 B
* = A .
于是T * - A = ( T - B) * 是一个共轭算子,故它在 Y * 的范数拓扑和在 Y *的弱* 拓扑下都是
连续的,从而 T
*
- A 的零空间 Z= Ker( T
*
- A )是 Y
*
中的弱* 闭子空间,显然对每个 k , y k∈Z,
故 Z 是无限维的,最后由于在 Z 上 T
*









　设 X 和 Y 是两个Banach空间, T∈B ( X , Y ) ,如果 T   - ( X , Y )且 T  S C( X ,
Y ) , 则Y 是可合成的.
证　由于 T  S C( X , Y ) , 就有一个无限维的商映射 QM∶Y→Y /M , 使得 QMT∶X→Y /M 是




















　　又由于 T   - ( X , Y ) ,等价地, T *   + ( Y * , X * ) , 就由上面的引理 1. 4,存在一个无限维的














至此,与引理 1. 3的证明类似,我们已经得到了 Y
*中的两个子空间(M°⊥N′) Y
* . 再定义
N′的下零化子 N = °( N′) , 那么 N°= [°( N′) ]°= N′的弱* 闭包= N′
现在应用引理 1. 2,就可由( M°⊥N )° Y
*
, 得出 M∨N = Y , (验证 M 和 N 的亏维无限从
略)证毕.
有了以上准备,我们就得出比G-M 关于算子构成和算子理想更深刻的如下系列结果.
定理 1. 6　设 X 是一个复 H . I . 空间,则
1°　B ( X ) = { I+ S: ∈C, S∈S ( X ) } .
2°　空间 X 上黎斯算子类 R ( X ) = S ( X ) , 故 R ( X )成为 Banach 代数 B ( X )中最大(非平凡
的)算子理想.
证　1°　应用复空间上算子谱理论的一个基本事实(例如,见于文献[ 9] ) :对每一算子 T∈
B( X ) , 其左本性谱. + ( T )∶= { ∈C: ( T - I )   + ( X ) }非空, 故存在一个 ∈ + ( T ) . 现在( T
- I )   + ( X ) , 由于 X 是 H . I . 的, 应用引理 1. 3,必( T - I )∈S ( X ) , 故 T = I+ S, 对某一 S
∈S ( X ) .
2°　为证 R ( X ) = S( X ) , 如引言所述,只需证明 R( X ) S ( X ) . 注意到当 T∈R ( X )时 0∈
+ ( T ) ,因而 T   + ( X ) . 又由引理 1. 3, T∈S ( X ) . 其余证明(可见于文献[ 4] )从略.
定理 1. 7　如果 X 是一个复的不可合成( I C· )或者等价地,商不可合成( Q . I C) Banach空间,
则
1°　B ( X ) = { I+ S: ∈C, S∈SC ( X ) } .
2°　X 上黎斯算子类 R( X ) = S
C
( X ) , 从而 R ( X )成为 Banach 代数 B ( X )中最大(非平凡
的)算子理想.
G-M 型空间的一个新品种 I C(或 Q . I C)的定义见[ 1]的定义 2. 4和定义 2. 5.
定理 1. 7的证明与定理 1. 6的证明几乎是对偶平行式的,只是应用引理 1. 5,故从略.
定理 1. 8　如果 X 是一个复的商不可分解( Q . I . ,其定义见[ 1]的定义 2. 3)的 Banach 空间,
则
1°　B ( X ) = { I+ S: ∈C, S∈SC ( X ) } .
2°　X 上黎斯算子类R ( X ) = S
C
( X ) , 从而黎斯算子全体成为 Banach 代数 B ( X )中最大(非
平凡的)算子理想.
证　1°　对任一 T∈B ( X ) , 由算子谱理论基本知识, 算子 T 的右本性谱 - ( T )∶= { ∈C:
( T - I )   - ( X ) }非空, 故可取一 ,使 ( T - )   - ( X ) . 现在我们要说明这时( T - I )∈
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S
C
( X ) . 若不然,由引理 1. 5先有 X 中两个亏维都是无限的子空间 M 和 N ,它们合成了 X ,即 M
+ N = X . 取 X 0= M∩N , 则 X 0的亏维更是无限的,现在无限维的商空间 X / X 0= ( M / X 0 ) +
( N / X 0 )是直和分解,即它们是互相垂直的子空间. ( (M / X 0)⊥( N / X 0 ) X / X 0, 此与 X∈Q. I .
矛盾.
2°　与前述定理类似,证明从略.
由于[ 1]中已说明商遗传不可分解( Q. H . I . , 定义见文献[ 1]的定义 2. 2)的 Banach空间既
是H . I .空间,又是 Q . I . 空间,故综合定理 1. 6和定理 1. 8, 立即可得如下:
定理 1. 9　设 X 是一个复的 Q. H . I . 空间, 则
1°　X 上两种算子理想 S ( X )和 S
C( X )是重合的: S( X ) = S
C( X ) .
2°　X 上黎斯算子类R ( X ) = S( X ) = S
C
( X )成为 Banach 代数 B( X )中最大(非平凡的)的算
子理想.
推论 1. 10　G-M 构造的一第一例 H . I . 空间 X G 是 Q. H . I . 空间(见文献[ 1]或[ 15] ) ,故
R( X G) = S
C ( X G) = S ( X G) .
推论 1. 10的结果对进一步研究 B ( X G)的构成, 进而考虑 X G 是否为 Pisier 问题所要求的
K ( X G ) = S ( X G )的空间,显然是有益的.
定理 1. 11　设 X 是一个复的 H . I C 空间,则
1°　B ( X ) = { I+ S: ∈C, S∈S ( X ) }
2°　X 上黎斯算子类R ( X ) = S( X ) = S C( X )成为 Banach 代数 B( X )中最大(非平凡的)的算
子理想.
证　1°　对任给的T∈B( X ) ,算子 T 的左本性谱 + ( T ) = { ∈C: ( T- I )   + ( X ) }非空,
故存在 ∈C, 使( T - )   + ( X ) ,进而证明( T- )∈S( X ) . 从而有 S∈S ( X ) ,使得 T - J = S
即 T = I+ S . 若不然,由引理 1. 3,存在 X 中的两个互相垂直的子空间( M⊥N ) X . 这时令 M
+ N = Y X ,则显然 X 有无限维子空间 X Y ,M∨N = Y ,此与 Y∈H . I C 矛盾.
2°　与上述各定理的证明类似, 从已经证得的结果 B ( X ) = { I+ S: ∈C, S∈( X ) } ,很容易
推出R ( X ) = S ( X )是B ( X )中最大的算子理想.
又注意到 H . I C= Q . . I C, 而 X∈Q. H . I C 蕴涵了 X∈Q. I C·, 现在应用上述的定理 1. 7于
X , 又有 R ( X ) = S
C( X ) ,于是 R( X ) = S( X ) = S
C( X ) ,证毕.
评注 1　a. 至此,我们已经证明,对文献[ 1]中已经甄别出的各种 G-M 型空间: H . I . 空间,
Q . H . I . 空间, I C· ( = Q . H C·)空间和 Q. H . I C· ( = H . I C· )空间等,其上算子构成都特别简单:
B( X ) = { I+ S: ∈C, S∈P ( X ) , P 是严格奇异算子理想或严格余奇异算子理想} .
b. 上述简化或者推广 G-M 证明方法的一个重要途径是应用复空间上算子的本性谱非空这
一事实,对于实的 G-M 型空间,就不能援引这一结果. 严格地说,包括 H . I . 空间在内, 实空间
上相应结果并没有真正确立过, 尽管 G-M 在文献[ 2]也讨论过实的 H . I . 空间的许多类似性质.
例如, 他们说明实 H . I . 空间不与其任一真子空间同构, 还讨论了实 H . I . 空间复化后, 相应复
化后的算子的构成,等等. 关于实 H . I . 空间上算子构成的目前最好的结果应是如下:
命题 1. 12[ 10]　设 X 是一个实的 H . I . 空间, 则 dim ( B ( X ) / S ( X ) )≤4,并且更准确地说,
B( X ) / S ( X )同构于实数环 R ,复数环 C,或者四元数体 H .
由此看来,对于实 G-M 型空间,尤其我们甄别出的 Q . I . , Q . H . I C, Q. I C 实空间等, 其上算
子构成也都值得进一步探讨,预计借鉴于文献[ 10]的方法, 应该也可以得到与命题 1. 12相应的
一批结果. 当然,就实 H . I . 空间而言,人们也不会满足于命题 1. 12这种定性而非确定量结果,
猜测对 G-M 所造第一例实的 H . I . 空间 X G,也应有 dim( B ( X G ) / S( X G) ) = 1, 即 B( X G) = { I+
S : ∈R, S∈S ( X G ) ) .






1°　A 包括了所有的有限秩算子,即对任何两个 Banach空间 X , Y , A F( X , Y ) .
2°　对任一 Banach 空间 X , A 的一个分支 A∩B ( X )∶= A ( X )都是 B( X )中的算子理想.
3°　A 中作为算子的元素具有乘法吸收性:当 T∈A∩B( X , Y )∶= A ( X , Y )时, 对任给的算
子 Q∈B ( Y , Z)和 R∈(W , X ) ,都有 QT R∈A (W , Z) .
定义 2. 2[ 13]　设B表示(有限或无限维) Banach 空间的全体,B中一个空间类 B 称为是广
义空间理想, 如果满足如下条件:
1°　每个有限维空间属于 B.
2°　X∈B, Y∈B, 则乘积空间 X×Y∈B.
3°　B 中每个空间的每个可补子空间属于 B.
4°　B 中的元素在相差一个同构下的仍属于 B .
命题 2. 3[ 13]　1°　对给定的一个广义空间理想 B, Op ( B )∶= {T∈B( X , Y ) :存在 Z∈B, R∈
B( X , Z) , Q∈B ( Z, Y ) , 使得 T = QR}是一个广义算子理想.




B( X , Y )弱紧的充要条件是 T 可以通过某一自反空间分解, 即 WC= Op ( R) , 这里 WC 表示弱紧
算子理想, R 表示自反空间理想. 反之, 自反空间就是恒等算子是弱紧的一类空间, 即 R=
Sp (WC) .
我们在文献[ 1]的§2提到由特殊的 G-M 型空间类 H D n ,可以生成一个广义空间理想, #∶
= {空间X : 对某个非负整数 n, X ∈HD n} = ∪
∞
n= 0
H D n , 从而引发研究由 # 导出的算子理想. O p ( # )
等系列问题. 正是在这种背景下,我们来评述如下 A - F 在文献[ 6]所作的可通过 H . I . 空间分
解的算子的研究.
命题 2. 4[ 6]　设 T∈B ( X , Y ) , 如果空间 X 的单位球 B X 在 T 的作用下 T ( BX )是一个 a-细
集,则 T 可通过某个 H . I . 空间分解.
空间X 中一个有界对称的凸集 W 称为是一个细集( thin set ) ,如果对每个子空间 Z,存在一
个 ∀> 0,使对每个实数 , BZ 不包含在 W+ ∀BX 中. 细集是 20世纪80年代作为空间理论新引入
的几何概念, 被用以研究算子通过某类空间分解问题. 文献[ 16]就是以细集为工具,来研究通过
遗传 lp 空间分解的算子. Maurey B. 又通过改进, 用 ∃-细集概念代替细集, 并提供给 A - F ,成
为文献[ 6]研究插值遗传不可分解空间的最新工具.
命题 2. 5[ 6]　每个严格奇异算子 T∈S( l p ) , 1≤p≤∞都可以通过 H . I . 空间分解.
命题 2. 6[ 6]　每个算子 S∈B ( l p , lq ) , 1≤p≠q≤∞, 都可以通过 H . I . 空间分解.
评注 2　相应于我们甄别出的每一个 G- M 型空间的品种,应该也有算子可通过它们分解
的问题,诸如:
a. 讨论由某种 G-M 型空间 B( B 取为 Q. H . I . , Q . I . 或 Q . H . I C, Q . I C·等)是否为空间理
想,或如何生成空间理想.
b. 讨论由某种 G-M 型空间 B 导出的算子理想 O p ( B) .
3　G-M 型空间上算子的谱理论
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定义 3. 1[ 18]　设 X 是一个 Banach 空间, 称算子 T∈B( X )是全有界的, 如果存在一个有界
闭区间 J= [ a, b]和常数 K ,使得对每个复系数多项式 p ( x )都成立.
‖p ( T )‖ ≤K‖p‖J
其中多项式 p 在 J 上的范数‖p‖J∶= p ( b) + Var( p , J ) , Var( p , J )表示 p 在 J 上的全变差.
在[ 18]的§16,把全有界算子分为可分解型(包括可唯一分解型)、( A)型和( B)型等.
定义 3. 2
[ 18]









对于自反的空间 X ,其上全有界算子是自动成为( B)型的(见文献[ 18]的定理 17. 17) , 并且
与 Hilbert空间算子理论中关于自共轭算子,正规算子的谱理论相参照, 已经知道算子 T 为( B)










　H . I . 空间上的每个( B)型全有界算子 T 有表示 T = I+ K ,其中 K 是某个紧
算子.
这个命题的意义显然: 就 H . I . 空间上的( B)型全有界算子而言, Piesier 问题的回答是肯定
的.
Riclker J. W.还对 H. I. 空间上( B)型全有界算子的结构和谱性质作了相当完备的描述.
Cheng Q. P .在这一基础上深入,在其博士学位论文[ 9]中进一步说明 Ricker J. W. 所获主要结果
对一般全有界算子也都是成立的.
现在我转入关于遗传有限分解( H D n· )空间上算子谱理论的评述.
命题 3. 4[ 10]　Banach空间 X 称为是基本的 HD n.空间,如果他是 n 个 H . I .空间的直和 X
= ! ni= 1X i ,其中任意两个X i 和 X j 或者是同构的,或者完全不可比的(就是不含同构子空间) .
命题 3. 5[ 10]　设 X= ! ni= 1X i 是一个基本的复的 H . D n .空间, 则每个算子 T∈B ( X )可表示
T = ∑
i∀ j
ij p ij + S 的形式,其中 ij是复数, S 是一个严格奇异算子, p ij表示当X i 与X j 同构时( i∀
j ) , X 到 X i 的自然投影 P i 与由 X i 到X j 的同构算子 a ij的乘积 p ij= ∃ijP i.
命题 3. 6
[ 10]
　设 X 是一个复的 H . D n 空间, Y 是一个复的 H . Dm. 空间,则 dim ( B ( X , Y ) /
S ( X , Y )≤mn.
命题 3. 7
[ 10]
　设 X 是一个复的 H . D n空间, 那么
1) 每个算子 T∈B( X )的本性谱的点数 S ( T ) ≤n.
2) 每个X 上的半Fredholm 算子是指标为零的 Fredholm 算子.
3) X 不同构于其任一真子空间.
下面是我们继文献[ 10]之后的最近工作.
定理 3. 8　设 X 是一个基本的复 H . D n空间,那么R ( X ) = S ( X ) .
定理 3. 9　设 X 是一个基本的复 H . D n空间,则 X 不同构于其任一真商空间.
我们建立起一个算子的广义延拓定理, 众所周知, 对于子空间上的线性连续泛函而言,
Hahn-Banach 定理保证其可(保范)延拓. 但是对于一个子空间 Y X 上的线性连续算子 T 而
言,一般说来 T 的延拓是难以实现的,除非 Y是 X 的可补子空间. 故而如下结果在一般 Banach
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空间算子研究中是很有意义的.
定理 3. 10　设 Y 是 Banach 空间 X 的一个子空间,算子 T∈B ( Y , Z) . 那么存在一个 Ba-
nach空间 W 以及算子 T 1∈B ( X ,W ) ,使得
1) 通过嵌入映射 j , Z等距同构于 W 的一个子空间.
2) T 1是 T 的延拓,即 T 1 Y= j T .
3) X / Y 是 W / Z 等距同构.
证　不妨设‖T‖= 1(否则令 T 0= T /‖T‖) , 并令 W = ( X! Z) /M ,其中 M = { ( y , - Ty )
y∈Y } ,它是乘积空间 X ! Z 的一个子空间, 由算子 T 导出.
定义算子 j∶Z→W 为 j ( z ) = [ ( 0, z ) ] ,乘积空间 X! Z中的元素( 0, z )按模以 M 后的等价
类. 下证 j 是一个等距映射.
由定义‖[ ( 0, z ) ]‖= inf
y∈Y
{‖( 0, z ) + ( y , - Ty )‖= inf
y∈Y




另一方面, 对每一 y∈T ,‖y‖+ ‖z - Ty‖≥‖Ty‖+ ‖z - Ty‖≥‖z‖,这又意味着
‖[ ( 0, z ) ]‖≥‖z‖, 于是‖[ ( 0, z ) ]‖= ‖z‖.
现在定义一个算子 T 1∶X→W 为 T 1x= [ ( x , 0) ] . 那么对任一 y∈Y , T 1y= [ ( y , 0) ] = [ ( 0,
Ty ) ] = j Ty , 故T 1 Y= j T .
最后来验证 X / Y≈W / Z. 为此定义Q ( [ x ] ) = [ ( x , 0) ] + j ( Z) , 易知Q 是完全确定的. 并且
一方面,




‖( x + y , z - T y )‖
= inf
z∈Z, y∈Y
{‖x + y‖ + ‖z - T y‖}
≤inf
y∈Y
{‖x + y‖} = ‖[ x ]‖
　　另一方面,对所有 y∈Y , z∈Z, 都有‖x + y‖+ ‖z- Ty‖≥‖x+ y‖≥‖[ x ]‖,这说明
‖Q ( [ x ] )‖≥‖[ x ]‖,于是证明了‖Q( [ x ] )‖= ‖[ x ]‖,并且易知 Q 是一个满射,定理证毕.
应用这一广义的算子延拓定理, 我们给出如下
定理 3. 11　设 X 是一个 Banach 空间,那么如下论断是等价的:
1) X 是一个 H . I .空间.
2) 对任一 Banach 空间 Y 与每一算子 T∈B ( X , Y ) ,只要有一个子空间 X 0 X , 使 T X
0
∈
S ( X 0, Y ) , 则 T∈S( X , Y ) .
评注 3　a. 定理 3. 10本质上是受 Ferenczi在文献[ 15]中构造 H . I . (但其共轭非 H . I . )空
间 X F 的方法启发的. X F 本身就是一个乘积空间的商空间形式,我们在[ 1]简介过它.
b. 希望定理 3. 10和定理 3. 11对将来研究 H . I . 空间X G 上算子是否对 Pisier 问题肯定回
答提供一个思路:为证明 S ( X G ) = K ( X G) ,能否证明对每一 T∈S ( X G ) ,只要在一个无限维子空
间 X 0 上的限制 T X0是紧算子,则 T∈K ( X G ) .
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Abstract: 　In this paper , recent developments about a series of the Gow ers-Maurey′s results since
Gow ers W . T . had w ined the 98’F ields medal have been introduced. It composes o f t wo sections, in
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